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Th6orie des coniques selon f involution
chez Desargues
Eishi KUKITA
De tout le n6ologisme de Desargues dans son Brouillon Projet d'une Atteinte
,4)
aux Evdnements des Rencontres du COne avec un Plan (1639)', 1. terme d'..in-
volution ,, est le seul qui reste en usage aujourd'hui. Dans un dictionnaire des
math6matiques moderne, on en trouve deux usages, apparemment ltrangers l'un
i 1'autre, dont la liaison s'avdrera pourtant intrinsdque dbs que nous examinerons
ce texte fondateur de la g6om6trre projective :
involution
Application involutive : Application f d' un ensemble E dans lui-
mOme telle que f , f soit l'application identique sur E. Les appli-
cations involutives sont les bijectives f de E teLles que / = f-r .
Exemple : les sym6tries ou l'application x r+ x-r d'un groupe
multiplicatif dans lui-m0me.
Couples de points en involution: Trois couples de points (A,A'),
(8, B'), (C, C') situ6s sur un mOme axe sont dite en involution si :
tnxAH A'BxAW,
rexm= xr**r-'
Or c'est justement de ces .. couples de points en involution,, qu'il s'agit dans
1'6nonc6, de la quatridme proposition de l'Essai powr les Coniques (1640), of le
Pascal adolescent avoue franchement sa dette envers son maitre, Desargues :
Nous d6montrerons aussi cette propri6t6, dont le premier inventeur
est M. Desargues, Lyonnais, un des grands esprits de ce temps et des
plus vers6s aux math6matiques, et entre autre aux coniques, t...] et
veux bien avouer que je dois le peu que j'ar trouv6 sur cette matidre
1. Nous nous permettons de nous rlfdrer au texte que nous sommes en train d'6tab1ir sur la
version originale de 1639, avec la pagination de celle-ci (cigle : BP). L originale est consultable sur le
site de la Bibliothdque nationale de France, Gallica (http:llgalhca.bnf.frlark:ll2l48hpt6k10501lbD.
2. Franqois Le Lionnais (dir.) , Dictionnaire des Mathdmatiques, PUF, 1979; 8" 6d., * Quadrige ',,
2009, pp. 496-491 .
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江ses 6crits,ct quc j'ai tach6 d'imiter,autant qu'il m'a6t6possible,
Sa m6thOde Sur Ce Sttet,qu'il a trait6 SαんS Sι Sθ″Jrグタ′rJα4gJ`βαr
J夕θり
`ι
3.
]La ln6thOde dite du≪tr angle par l'axc≫date d'Apollonius dc Plerga,g6ol]nёtre du
IIIe siёcle av.J.―C。,dont les C'θんJ9ぁθs,traduites en Latin par Federico Conllnan―
dino au xvl siёcle4,ねisait autorit6 parmi les savants de l,6poquc.Lcjeune g6nie
d6clare donc qu'iljuge la m6thode de son ma↑tre selon l'involution e∬ectivement
novatrice et sup6ricure a la doctrine traditionnellc.
E)ans les pages qui suivent,nous nous proposons de d6crire dc lnaniёre succinte
cOrl■Inent cette ln6thOde se fa9onne dans le trait6 de 1639,pour pr6ciser en quel
sens Pascal,al'instar de Desargues,pouvait en r6claI:Iler l'excellence.
l Th6orie del'involution
1.1 Uarbre sur la droite
Nous partons de Ia conflguration d'un point O ettrois couples de points {A, A'},
{8, B'l et {C, C'} sur une droite o, vlrrfiant
OAxOn'= OBxOn'= OCxOC- - k (k: constantenonnulle). (I)
3. Blaise Pascal, CEuvres complDtes, 6d. par Jean Mesnard,4 vo1.., Desck6e de Brouwer, 1964-
1992, t. II, p.234. Soulign6 par nous.
4. Federico Commandino, Apollonti Pergaet Conicorum libri quattuor, Bologne, 1566.
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Cette conflguration est dite arbre, dont o est Ie tronc ; O La souche ; A, A' , B, B' , C ,
C', des nauds; OA, OA', OB, OB', OC, OC', des branchess.
Nous veffons plus loin que ces trois couples de points sont ceux d'intersections
de o avec les trois couples de c6t6s oppos6s {PQ, RS}, {PR, QS} et {PS, QR} d'un
quadrangle complet quelconque PQRS, inscrit dans une conique quelconque O.
1.2 L'arbre et l'involution
Th6orёllle I Soit{A,A′},{B,3′}et{c,c′}trOis cOuples de pOints cOnsti_
tuant un arbreo Alors
A′B×A′B′  A′σ ×A′C′               __
(II)AB×A3′  AC×AC′
D6monstration Desargues utilise le rapport proportionnel 6nonc6 dans les
El€ments d'Euclide, livre Y proposition 19 :
α  α 一 ε
b b一グ
Soit O la souche de l'arbre dont les six points donn6s sont des nmuds. On a
OAxOn'-OBxOg,donc
θA′  θB  θA′―θB   A′B
θB′  θA  θB′―θA   AB′
θB′  θA′ θB′一θA′   A′B
θA  θB  θA―θB AB
alnsl
θA′  θA′
===・=====×θA  θB′ AB×AB′
De mOme
θA×θA′=θC×θC′
θA′  A′C×A′C′
d'oi la conclusion 6
5。 BP,pp.2-3
6.BP,p.4.
==〉
?
???
〓
?
?
?
et
????
A′B×
?
? r izi;三Ei、 r i石:巧]7・ヽl――一 l×:―一 一 ltИ雇戸ノ~t扇Fノ
==〉
θA  AC×AC′
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Par la symltrre,la formule (II) s'6crit aussi
B,C x B,C, B,Ax B,A, C,Ax C,A, C,B x C,B,
-=- 
gt 
-=-.
BC x BC, BA x BA, CA x CA, CB x CB,
La relation expriml,e par cette formule, qui peut 6voquer l'enchev6trement de ra-
meaux d'un atbre, est dite irwolution.
Ce th6ordme lclaue le rapport entre les .. couples de points en involution >, et
1'.. &pplication involutive,,, deux notions d6finies dans l'article .. involution,, du
Dictionnaire des Mathdmatiques ctt6, ci-dessus. En effet, 1'.. irpplication,, de la
droite o dans elle-m6me qui associe A d A' et A' iL A selon la formule (I) est
6videmment .. involutive ,,. Surtout, quand la constante k est positive, cette appli-
cation est f inversion par rapport au cercle de centre O et de rayon 
^[8, dont les
ensembles de ddpart et d' ar-rlde sont restreints d o.
Nous noterons la conflguration des points constituant un arbre ou, ce qui revient
au mOme, une involution
f o ({A, A'} , {8, B'}, {C, C'})
ou, quand nous n'avons pas besoin de mentionner la souche O
I ({A, A'1 ,, {B , B'lt , {C , C'}) .
1.3 L'involution et la perspective
Th6orbme II La perspective conserve f involution.
D6monstration
Th6orie des coniques selon l'involution chez Desargues
soit θ et δ deux droites distinctes en un lnelne plane soit z un point de ce plan
n'appa■enant ni a l'une ni a l'autre de ces deux droites.soit{A,A′},{B,3′}et
{c,c′}trois cOuples de points sur θ,v6五nant
J({A,A′},{B,3′},{C,C′})。              (1)
Soit {4, A'}, {8, B'1 et{e , e'} trois couples de points sur D, v6rif,ant
(AA' )(B B' )(C C' )'T (AA)@ B)(e e).
Soit B, B', C etd'les intersections respectives de AA'avec ZB,ZB',,2C etZC'.
Desargues commence par appliquer Ie th6ordme de M6n6latis 7 e deux triangles
et d quatre droites, ce qui veut dire huit fois, pour d6duire flnalement la conclusion :
J({Л,Л′},{E,E′},{ε,ε′}).
Par le th6ordme de M6n6latis, on obtient, avec le trian gle AA'A' et les droites
ZB et ZB' !
A′B  A′Z  A′B    A′B′
==・====×==r et.==・AB  Л′z  AB    AB′
puis avec le triange AAA′et les I.nen.es droites,
AB  AZAB
A′Z  A′B′
= =×.==r,
A′Z  AB′
A′B′  AZ A′B′
======×_,
AB′  AZ  ЛE′
?
?
?
?
?．???
〓?????
?．?
et
donc
A′B×A′B′
AB×AB′
A′Z AZ
===×==
A′Z AZ( )
A′B×A′B′
×
AB×AB′
A′C′  A′Z  A′C′
=======×===「,AC′  ズ′Z  Aご′
(2)
de m0me, avec le trian gle AA'A' et les droites ZC et ZC' 
,
A′C  A′Z  A′C
==・====×==r etAC  Л′z  Ac
puis avec le trian ge AAA' et les mOmes droites,
et
AC  AZAC
??
〓?
??
〓?×
??
〓
?
〓?
〓
?
??
?
?
??
〓
?
?（
?
?
?
??????
?｛
?
?
?
?【?
7. I1 attribue ce th6orbme i Ptol6mde. BP. pp. 10-11.
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donc
D6monstration
un cercle.
/_ 一 、2 - 一一一fA′Z ЛZl  ズ′ε×ズ′ε′
l===×==:×==一===
kЛ′Z AZノ  Лε×Лε′
????
×
?
?
????
(3)AC×AC′
D'ailleurs p額19hy othёse(1),
A′B×A′B′ A′C×A′C′
AB×AB′  AC×AC′
d'ot, avec (2) et (3),
A′B×A′B′  A′C×A′C′
AB×AB′  AC×AC′
ce qui est la conclusion 8
1.4 L'involution dans la conique
Th6orbme III Soit O une conique, PQRS un quadrangle complet inscrit
dans Q, o une s6cante de Q. Soit {A, A'}, {8, B'l et{C, C'} trois couples d'in-
tersections de o avec 1es trois couples de c6t6s oppos6s de PQRS, {PQ, RS},
{PR, QS} et {PS , QR}. Soit {D, D' } le couple d'intersections de o avec O.
Alors trois quelconques des quatre couples {A, A'}, {8, B'}, {C, C'} et {D, D'}
constituent une involution.
(A1) Desargues commence par consid6rer le cas of O est
8.BP,p。11 1¨2.
□
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Soit T l' intersection de PQ et RS. Par le th6ordme de M6n61atis, on obtient, avec
le triangle ATA' et les droites PR et QS,
et
puis avec le triangle ATA' et les droites PS etQR,
donc
A′D×A′D′  A′R×A′s  TP×7θ  Pr θr RA′ sA′
===「―===r=・===一一==r・×.==r――===―===×豊 ×===・×‐==r,AD)×AD′  rR×rS  AP×Ac  PA  OA  Rr  Sr
donc
A′B′×A′B′  A′C′×A′C′  A′D×A′D′
AB×AB′ AC×AC′   AD×AD′
ce qui est la conclusion 10.
(B) Quand Q n' est pas un cercle, Desargues imagine un c6ne dont O est une
section et Z le sommet, pour examiner le cercle O le la base du c6ne, image pers-
pective de Q. On d6termine les points sur le plan de O en telle fagon que 
.
Z
(p QRS r)(AA' )(B B' )(C C' )(DD' ) x (P zRs b6A', )(B B)(e e)(DD', 1.
Evidemment les quatre couples de points {A, A'}, {8, B'}, {e , e'} et {D, D'} se
trouvent sur une mOme droite. On la nomme D.
9.BP,pp。16-17.
10。BP,pp.17-18。
A′B  RA′  Pr
==r===・×==AB  RT  PA
A′B′  sA′  θr
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Par(Al)et(A、2),trois quelconques des quatre cOuples{A,A′},{B,3′},{C,C′}et
{D,D′}constituent une involution.:Donc,par le th6orёlinc II,trois quelcOnqucs des
quatre COupleS{A,A′},{B,B′} {C,C′}et{D,D′},inlage perSpective de{A,A′},
{Ё,E′},{ε,ε
′}et{D,D′},COnStituent auSSi une involution ll.          □
Nous voyons l江le proc6d6 1e plus exell■plaire du」BrθzJJJθんP4θり`
″
,en ce sens
quc Desargucs coll■rllence par 6tudier le cas du cercle,pour en g6n6raliser le r6sultat
sur n'ilnporte quelle coniquc en vertu de la perspective.:En ternlinant la d611■onstra―
tion de ce th6orёIIle,il insiste lui-1:Ilerl■e sur≪la sclnblable g6n6ratiOn de chacune
des droites et des points rerllarquables en chaquc espёce de coupe de ro leau≫:
(I〕ette d61nonstration,bien entendu,s'appliquc en nOInbre d'Occa_
sions,ct fait voir Jα sθ72obJαbJ`gごんどrα′Jθ4グ.θ θんαθz4θグ′θsグ′″θJ′
`sι
″
グ
'θ
S β
lθJん′S rθ772α石?夕αbJιS θ4 θλα?Z``Sβυεθ グ
'ι εθZlρι グ'θ
“
θンJ`α
";et
raren■ent une quelconque droite au plan d'une quclcOnquc cOupe de
rouleau peut avoir une propri6t6 consid6rable a l'6gard de cette coupe,
qu'au plan d'une autre coupe de ce rouleau,la position etles propri6t6s
d'une droite coHocspondante≧cellc_l  n  soient aussi donn6es par une
construction de rarn6e d'une ordonnance dOnt le but sOit au s01111111let
du rouleau 12.
11.BP,p.18.
12. 19P,p.18.Soulign6 par nous.
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L.5 L'involution et le rapport harmonique
Quand dans l'arbre f o ({A, A'}, {8, B']1, {C, C'}), B' et C' coincident respective-
ment avec B etC,h, savoir que le tronc de l'arbre o passe par U etV, intersections
respectives des couples de c6t6s oppos6s {PR, QS } et {PS , QR} du quadrangle
PQRS, la formule (I) s'6crit
OA x Ol' = oB' 
- 
oC', (I')
d'ot
θA′  θB OA'
et
?
〓?
?
〓?OB OA OC
Desargues appelle {A, A'} couple de neuds extr1mes, et {8, C'} couple de neuds
moyens. Etant donn6 que lOBl = lOCl, le segment BC s'interprdte comme un
diamdtre du cercle dont O est le centre.
A
Quant d la formule (II), elle s'6crit
2
A′B   A′C
J
AB   AC
ce qui signifle que les points A et A', dont l'un est int6rieur au segment BC et
l'autre ext6rieur, le divisent dans le m6me rapport, de mOme que les points B etC,
le segment AA'. Autrement dit, les deux couples {A, A'} et {8, C} sont en rapport
harmonique 13.
B
?
〓?
?
〓?
?
?
?
?
〓
? et
?
〓?
?
〓?
?
〓?
?
〓?
13. BP, p. 7
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Nous noterons cette involution constitu6e apparemment de quatre points,
I o (A,A'\, UBz], {C2}})
ou, quand nous n'avons pas besoin de mentionner la souche O,
f (A, A'\, {{82}, {:CzlD.
L.6 Le but de l'ordonn&nce etla traversale de la conique
Th6orbme Moit T, tl et V les intersections respectives des trois
couples de c6t6s oppos6s {PQ, RS}, {PR, QS} et {PS , QR]t d'un triangle com-
plet PQRS, inscrit dans une conique Q. Soit o une s6cante de Q passantpar T.
Soit {D, D' } le couple d'intersections de o avec O. Soit T' l' intersection de o
avec la droite UV. Alors
I ({D, D'}, {{72},{T'z}D.
D6monstration Soit X et X' les intersections respectives de T U avec P^I
et QR. Soit {8, B' } et {C, C' } les couples d'intersections de o respectifs avec les
couples de cdt6s oppos6s {PR, QS} et {PS , QR} de PQRS. Soit W l' intersection
de RS et UV. Soit O le milieu du segment TT' .
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Par le th6ordme de M6n6latis, on obtient, avec le trian gle XVX' et les droites
PQ et RS,
rx′  Py
===・====×rx  Px
puiS ⅣeC leS ttOite PR et 2S,
Par(1)et(2),on obtient indelnent
θD×θD′=
rx′  Rx′  syet…==・===r×==,
「
X  Ry  SX
RX′
Ry
donc
c'est-h-dire
J({乙x′},{{r2},{び2}}),
d'ailleurs y        y       υ
rx′びx天7σ′r′σ tt TRWS 天737′B′,
d'oふ,par le th6orёlnc II,
f({B,3′},{{r2},{7′2}})et F({c,c′},{{r2},{r′2}}),
autrelnent dit,
――――  ―――――  …………  ……………  …………2  -―――-2
θB×θB′=θσ×θc′=θF~=θr′~.
E)'autre part,par le th60rёn■c III,
θB×θB′=θC×θσ′=θD×θD′.
?
〓??
??
?
〓
??
?
〓?
??
???
〓
?
〓??
?
〓??
?
??
?
〓?〓
?
〓?
×
?
〓?
?
〓?
?
〓?
?
〓?
WoYsy:=: :ux QV sx
面=2=i夢772,
(1)
(2)
ce qui est la conclusion 14. n
L'ensemble des droites passant par T est dit ordonnance des droites au but
T ts;parmi les droites de cette ordonnance, toute s6cante de {), ordonn€e;ladroite
(JV, traversale des droites de cette ordonnance 16.
Nommons t cette droite UV. 
.
Le th6ordme IV affirme qu'en chacune des ordonn6es de l'ordonnance au but
T,les quatre points, dont deux sont les intersections de cette ordonnde avec {),
et deux autres, T et f intersection de cette ordonn6e avec 1a traversale /, sont en
rapport harmonique.
14.BP,pp.20-21.
15.BP,p.1,
16.BP,p.15
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but de l'ordonnance (p6le) traversale (polaire) ordinale
ordonn,€e
ordonnde
ordonnde
ordonn,!e
ordonnde
De nos jours, le but de l'ordonnance 7 est drt pOle de t, et la travers ale t, polaire
de T , par rapport b la conique Q.
Voili l'outil de travail que Desargues vient de perfectionner: les propri6t6s
du cercle, connues au moyen de la notion de p61e et polaire, seront d6sormais
gdnlralis6es tout d'un coup sur n'importe quelle conique en vertu de la perspective.
2 Critique d'Apollonius
2.L Introduction des 6l6ments ir l'infini
Desargues 6nonce explicitement la pr6misse implicite de la pratique de la pers-
pective, ce qui lui permettrade d6passer ce qu'i1 y a d'embalrassant dans la doctrine
d'Apollonius.
Pour donner h entendre l'espdce de position d'entre plusieurs droites
en laquelle elles sont toutes parall\les entre elles, il est ici dit que
toutes ces droites sont entre elles d'une m1me ordonnance, dont le but
est d distance infinie en chacune d'elles d'une part et d'anfire.
Pour donner dr entendre l'espdce de position d'entre plusieurs droites
en laquelle elles sont toutes inclindes d un m1me potnt, il est ici dit que
toutes ces droites sont entre elles d'wne m\me ordonnance, dont le bui
est d distance finie en chacune d'elles.
Ainsi deux quelconqwes droites en un m4me plan sont entre elles
d'une m)me ordonnance, dont le but est d distance ou finie, ou infi-
nie 17 .
ordonnance
des ordonn,les
ll . BP, p. 1. Soulignd par nous.
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Autrement dit
Axiome I Toutes deux droites distinctes en un mOme plan se rencontrent
uniquement en un seul point; soit en un point id6al qui se trouve h distance
infinie d'une part et d'autre en chacune d'elles, si e1les sont paralldles; soit en
un point ordinaue, si elles ne le sont pas.
Pareillement :
Pour donner d entendre l'espdce de position d'entre plusieurs plans
en laquelle ils sont tous parall\les entre ebrx, il est ici dit que tous
ces plans sont entre eux d'une m4me ordonnance, dont l'essieu est d
distance infinte de toutes parts.
Pour donner i entendre l'espdce de position d'entre plusieurs plans
en laquelle ils sont inclinds d une mdme droite, il est ici dit que tous
ces plans sont entre eux d'une m/me ordonnance, dont l'essieu est en
chacun d'eux d distance finie.
Ainsi deux quelconques plans sont entre eux d'une m4me ordon-
nance, dont l'essieu est en chacun d'eux d distance ou fini, ou infi-
nie 18 .
Autrement dit :
Axiome II Tous deux plans distincts se rencontrent uniquement en une
seule droite; soit en une droite id6a1e qui se trouve h distance infinie de toutes
parts en chacun d'eux, s'ils sont parallbles; soit en une droite ordinaire, s'ils
ne le sont pas.
Avec f introduction de ces 6l6ments i f inf,ni, la notion d'involution se compldte
de la fagon suivante :
[...] d'autant plus que le nmud int6rieurA d'une couple de nreuds
extrOmes {A, A' } est proche de la souche O, d'autant plus le nmud
ext6rie ur A' de la mOme couple de nmuds extrOmes {A, A'} est 61oign6-
de la mOme souche O,Et au rebours.
Ainsi pendant que le neud intdrieur A d'une couple d'extrOmes
est disjoint ou bien ddsuni de la souche de l'arbre, le neud extdrieur
A' de la mOme couple est au tronc d distance finie. Et au rebours.
18. BP, p.1. Soulign€ par nous.
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Et quand le neud intdriewr d' une couple d'extrOmes est joint ou
bien uni d la souche de l'arbre, le naud extdrieur A'de la m0me
couple est au tronc d distance infinte. Et au rebours. t...1
Voilh comme en un arbre, la souche et la distance infinie font
encore en l'arbre une couple de neuds extr\mes, dont la souche est
I'intdrieur et la distance infinie est l'extdrtebtr, et qui avec deux quel-
conques autres diverses couples de branches constituent une involu-
tion 19.
Autrement dit : sur la droite num6rique dont chaque point coffiesponde h un seul
num6ro, on suppose qu'il existe un point id6a1 i distance inflnie d'une part et
d'autre, tel que le point 0 s'accople d ce point rd€,al, de la mOme manibre qu'un
point ordinaire quelconque a * 0 s'accouple au point Lla.
2.2 La traYersale comme diambtre
Quand la traversale / passe par le centre de la coniqu a Q,le but des ordonn6es
T se trouve ) f infini, ce qui fait que ces ordonn6es sont toutes parallbles entre
elles, et que le segment de chacune d'elles compris par O est divis6 en deux parties
6gales par t.
oo e- but d. f inflni -+ oo traversale = diamdtre
ordinale
ordonnde
ordonnde
ordonn€e
ordonnde
ordonnde
ordonnde
ordinale
Dans ce cas-ld, la traversale s'identifle avec le diamdtre, tel qu'il se d6finit chez
Apollonius :
10. Omnis curvae lineae in uno plano existentis diametrum voco
rectam lineam, euae quidem ducta a linea curva, omnes lineas quae
in ipsa ducuntur, cuidam lineae aequidistantes bifariam dividit. t...1
12. Ordinatim ad diametrum applicari dicitur, unaquaeque linearum
aequidistantiu mZo .
19 . BP, p. 6. Soulignl, par nous.
20. Commandino, op. cit.,p.6.
Th6orie des coniques selon I'involution chez Desargues 15
D'ailleurs la notion d'ordonn6e, prise en ce sens et jointe d celle d'abscisse, est pri-
mordiale dans la g6omdtrre analytique h la cart6sienne. Nous veffons tout d l'heure
1'affinit6 de celle-ci avec la doctrine d'Apollonius.
Pour Desargues, le diamdtre n'est qu'un cas parmi d'autres de la traversale,
de mOme que le centre, du but de l'ordonnance des ordonn6es, et il n'y a aucune
raison de les priviligier :
Et que quand au plan d'une quelconque coupe de rouleau, le but
est i distance infinie d'une ordonnance de droites qui rencontrent cette
coupe, les pibces de chacune des ordonn6es, contenues entre leur tta-
versale et chacun des points que leur donne le bord de la figure, sont
6gales entre elles ; et de m0me de leurs pidces, contenues entre le but
de l'ordonnance et chacun des points que leur donne le bord de la fi-
gure.
D'ot suit qu'au plan d'une quelconque coupe de rouleau, toute
droite, d l'dgard de cette coupe, est traversale de droites ordonndes
d quelque but, dont le diamdtrale, autrement diamdtraversale, n'est
qu'ttn cas .
Et que tout point, d I'dgard de cette coupe, est le but de quelques
droites ordonndes d'une traversale, dont le but des diamdtrales n'est
qtr'un casZl .
I1 va jusqu'h se d6fendre d'en parler:
D'autant qu'en un plan, Ie point nomm6 centre d'une coupe de
rouleau n'est qu'un cas d'entre les innombrables buts d'ordonnances
de droites, il ne doit ltre jamais parl6 de centre de coupe de rouleau.
D'autant que toute droite qui passe au sommet d'un rouleau et
au quelconque but d'ordonnance de droites au plan de sa base, a une
propri6t6 commune avec celle qui passe au but des diam6trales de la
base de ce rouleau 
, 
jamais il ne doit \tre parld d'essieu de rouleauZZ .
Or le triangle qui contient 1'.. essieu de rouleau,,, c'est-d-dire 1'axe du c6ne, joue
un r61e essentiel chez Apollonius. En voici un usage typique.
2.3 Classification des coniques selon le triangle par l'axe .
Soit Ale sommet d'un c6ne, BC undiamdtre du cercle de la base de ce cdne, M
le centre de ce cercle. Nous avons ainsi le triangle par 1'axe ABC , auquel appartient
en effet 1'axe du c6ne AM.
2l . BP , p. 21. Soulign6 par nous.
22. BP, p. 16, ajout par l' Avertissemerzr. Soulign6 par nous.
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Soit a l'rntersection de ce triangle avec le plan s6cant du c6ne, telle qu'elle
est le diamdtre de la conique. Selon la position de a par rapport au trian gle ABC,
consid6rons les cas suivants :
(A) a rencontre le c6t6 AB en O, tandis qu'elle est paralldle au c6t6 AC;
(B) a rencontre les c6t6 AB et AC respectivement en O et O' :
(81) O' est int6rieur au segment AC;
(BZ) O' est ext6rieur au segment AC, et se trouve au-deli de A.
Soit D et E les intersections respectives de AB et AC avec la droite passant par X
et parulldle iL BC.
Dans le cas (A), soit P un point sur le plan de la conique, tel que
OP ll XY et OP BCz=OA ABxAC (a)
I
I
M
?
?
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Dans le cas(B),soit F l'intersection de la base du cOne avec la drOite passant par
A ct parallёle a αo soit P un point sur le plan de la coniquc,tel quc
θP〃Ⅳ et券=二等,昇    (b)
Soit QI' intersection de O'P etXY
D6monstration Dans les deux cas, le plan DYE 6tant paralldle d la base du
c6ne, la courbe DYE est un cercle, dont DE est un diamdtre; d'ot
XYz = DX x EX. (c)
Dans le cas (A), parla similitude de triangles,
DX x EC BCz
==〉 θX×θA  AB×AC
donc par (a) et (c),
xy2   θP
θX×θA  θA'
ce qui est la conclusion.Dans le cas(B),par la sinlilitude de triangles,
DX  BF    EX  CF     DX×EX BF×σF
― =―  etθX  AF θ′X AF =⇒ θX×θ′X AF2 '
donc par (b) et (c), et ensuite par la similitude de triangles,
xYz oP QX
OXxO'X OO'O'X'
ce qui est la conclusion. n
Notons les constantes positives OP et OO'respectivement k et l; OX, x en
tant que variable ind6pendante;et XY,y en tant que variable d6pendante. Alors la
formule (u) s'6crit
y2 = kx, (a')
?
??
?
??〓
?
??
?
??
?
??
?
??〓
?
??
?
??
Th6orEme d'Apollonius (I, 11-L3) Entre le segment OX du diamdtre a
et 1'ordonnde XY, on a la relation suivante : dans le cas (A),
XYz = OP x OX, (a)
et dans le cas (B),
xy2=2x×θX. (β)
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et la formule (0), dans le cas (B1),
y2
et dans le cas (82),
(β2′)
Ce sontjustelllents des 6quations quadratiques qui repr6sentent des coniques dans
le cadre des coordonn6es cart6siennes,ayant α pourl'axe d'abscisse et la tangente
)la coniquc en θ pourl'axe d'ordonn6e。
Que repr6sentent―elles ces trois 6quations dans les ngures de la page 16?La
partie lin6aireたχ colTespond≧1'aire S du rectangle contenant la diagonale f)X;et
la partie quadratiquc(た/J)χ2,al,aire s′du reCtangle COntenant la diagOnale P2.
En fonction du rapport entre Xl′
′2 ct ces aires,Apollonius classine ct noIIIIne les
coniques de la fa90n suivante:
(A)Xy2 6gale(mpαβttλCL)S.   ⇒ παραβOλぬ
(Bl)xy2 manquc(畝λε
`π
ct)s des′。 ⇒ ёλλειψLc
(B2)Xy2 eXCёdC(もπCρβttλει)S deS′.⇒ もπCρβOλう
Et voici conllnent I)esargues traduit ces terines en fran9ais 23:
(A)παραβOλね (parあole) 脅αJα″Jθ4
(Bl)ёλλειψLc (ellipSC)  グζルJJJι“` ん
″
(B2)もπερβOλぬ (hype力olc)θ″“η
αSSι
“"″
Ou ασタル
“` ん
′
1ljuge quc cette nolnination laisse 6chapper la nature la plus propre de la coniquc,
conllnune a toutes ses espёc :
]Les plus relllarquables propri6t6s des coupes de rouleau sont colin…
munes a toutes les espёces,ct J`sんθ
“
グ'ιJJl;ρsθ,ραttbθJθ ι″λッβιr_
bθJι んθ Jι
"rθ
ん″ι″ιグθんんどs9z'a rαJsθんbrごソごんθlηl)`ん″s9“J sθんんθrs
(ダ
,θ
JJθs θ″グ
.`Jι
′rんα″′
“
ι24.
2.4 Classification des coniques selon le perspective
Alors comment Desargues interprdte-t-il cette division de la conique en trois
espbces ? Imaginons un cercle Q inscrit dans un calre ABCI) sur un plan a, qutr
rencontre un autre plan F en CD; et consid6rons f image perspective surB de ce
23.BP,p.15。
24.BP,p.15,崎out par Aッιr′jssιP'η
`ん
′。Soulign6 par nous。
_  た っ
=κχ~7χ~' (βl′)
?
?
??
??，?〓?
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cercle Q, projet6 d'un point E qui n'appartient ni d a , rrl iL B . Notons fI cette appli-
cation a + B.
Quand aucune droite joignant E et un point quelconque de Q n'est paralldle h
B, II(Q) est une ellipse, eui.. h distance flnie rentre et repasse en soi-m6me25 ,,.
Dans ce cas-le, il n'y a aucun 616ment e f inflni qui y intervienne.
Quand le plan ddflni par E et la traversale AB est paralldle d, B, II(O) est une
parabole, qui .. h distance inflnie rentre et repasse en soi-mO me26 ,,.
(EA)*
(EP)∞
(EA)*
25 . BP, p. L5.
26. BP, p. 15.
β
(EP)∞
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Posons que (2 touche AB en P. Alors II(O) touche II(AB), droite joignant deux
points d f inflm [f(A) 
- 
(EA)* et II(B) 
- 
(EB)*, en II(P) = (EP)*, lui aussi d
f inflni. Autrement dit, l'ellipse est une conique qui touche la droite i f inflni, et
qui partage avec celle-ci un point b f infini.
Enfin posons que O touche BC et AD respectivement en Q et R. Quand le plan
d6flni par E et la traversale QR est paralldle d, B, If @) est une hyperbole, qui * i
distance inflnie se mipartit en deux moiti6s oppos6es dos d dos 27 ,,.
(E2)∞
(ER)∞
(ER)∞
O coupe QR en Q et R. Alors If@) coupe II(QR), droite joignant deux points i
f inflni II(0 
- 
(EQ)- et fI(R) = (ER)-, en ces deux points b f inflni. Autrement
dit, l'hyperbole est une conique qui coupe la droite h f infini, et qui partage avec
celle-ci deux points d f inflni. II(BC) et II(AD) sont les asymptotes de 1'hyperbole,
qui la touchent en If Q) - (EQ)* et II(R) = (ER)-.
Le r6sultat de la m6thode de Desargues, appuy6e par la notion d'infini, est donc
d'une simplicrtd lclatante :
La relation entre la conique et la droite i l'infini
U ellipse est une conique qui ne rencontre pas la droite d f inflni.
La parabole en est une qui la touche en un point.
L'hyperbole en est une qui la coupe en deux points.
27. BP,p. 15.
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2,5 Desargues conciliateur de la controverse
entre Descartes et Fermat
Ant6rieurement d la publication du Brouillon Projet, il arriva un 6v6nement qui
devait convaincre Desargues de la sup6riorttd de sa m6thode. En 1637 , Beaugrand,
membre de L'acaddmie de Mersenne et ami de Fermat, d6voila h celui-ci une partie
du Discours de la Mdthode et ses trois essais, que Descartes avait confl6s aux soins
de Mersenne et qui restaient encore in6dits. La critique du magistrat math6maticien
de Toulouse f0cha le philosophe, ce qui causa une controverse qui divisa le groupe
de Mersenne en deux. L'un des enjeux du d6bat 6tatt le probldme de la tangente
men6e d'un point i une conique, et ce fut h Desargues que les deux camps solli-
citdrent la conciliation. 11 transmit ses avis d Mersenne dans une lettre du 4 avril
L638, of il conclut que .. M. Descartes a raison et M. de Fermatn' a pas tort ,,,6tant
donn6 que le conflit se repose simplement sur un << malentendu ,, ; et g6omdtre pers-
pectiviste, il pr6cise que ce malentendu ne peut se produire que sous f influence de
la doctrine d'Apollonius, dans laquelle la m6thode du triangle par l'axe dicte la
distinction entre la parabole d'une part, et l'ellipse et 1'hyperbole d'autre part, et
que par contre, sa m6thode d lui est i mOme de ftv61er la .. pareille g6n6ration',,
commune h toutes les espbces de la conique :
1...1 en ces exemples oil M. de Fermat donne le moyen de trouver
la touchante d'un point d une parabole, il tM. Descartes] avait pris au
lieu de la parabole une hyperbole ou une elltpse pour son exemple;
[...] Selon ma manidre de proc6der universelle, j'aurais raisonn6 selon
cette cette dernidre fagon, tant au sujet de la parabole que des autres
coupes de c6ne, comme 6tant commune h toutes ces coupes, et dont
je sais bien qu'ils n'ont pas accoutum6 de faire mention comme d'une
propri6td g6n6ralement commune d toutes les coupes, mais ils en font
deux espdces de propri6t6s, une particulidre h la parabole, et 1'autre
particulidre aux autres coupes. t...1 Et j'estime que c'est th une partie
du malentendu. Par ainsi M. Descartes a raison et M. de Fermat n'a
pas tort. 1...1
Et moi que vous sayez qui n'ai de connaissance de ces matidres que
par mes propres et parttculiires contemplations, [...] par mes contem-
plations capricieuses du c6ne rencontr6 par divers plans en toutes fa-
gons, [...] on voit 6galement une pareille gdndration, en toutes espdces
de plate coupe dw c)ne, de towtes les espices de lignes droites qui
ont et regoivent des ordonn,ies, comme dtamDtres et autres, et l'on
voit semblablement une pareille gdndration en chaque esp\ce de plate
coupe de cone, de toutes les espices d'ordonn,ies qu' il y a pour chaque
espdce de lignes qui regoivent des droites ordonn6es. [...] Et aussi sans
22 Eishi Kui<rre
employer pour cela des triangles par I'essieu, ntfaire distinction d'un
principale diamdtre d'avec les autres, [...] 28 .
Cette lettre, la seule qui reste de Desargues, est d'une importance majeure dans
l'histoire des math6matiques, eo ce sens qu'elle t6moigne de l'estime dont il jouis-
sait parmi les meilleurs des g6omdtres de 1'6poque, et qu'elle pr6flgure la th6orie
qui se trouvera entidrement d6velopp6e dans le trait6 de 1 639.
28. Ren6 Taton, CEuvres mathdmatiques de G. Desargues, PUF, 1951;2" €d., Vrin, 1988, pp. 81-
84. Souslign6 par nous.
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デザルグにおける透視図法的円錐曲線論
久本田 英史
鍵語 :デザルグ、射影幾何学、数学史、科学思想史、フランス、17世紀
ガリレオにより落下する物体の軌道、放物線として、またケプラーにより惑
星の年周運動の軌道、楕円として、自然現象の只中に見出された図形、円錐曲
線は、ヨーロッパ近代の黎明期、数学や自然学における最先端の話題だった。
アポロニオス (紀元前三世紀)の学説が円錐曲線論の最高峰として尊重されて
いた時代、デザルグ (1591-1661)は透視図法に想を汲み、伝統的に楕円・放物線・
双曲線と三分して考察されてきた円錐曲線を統一的に解明しうる、独自の普遍
的理論を構築する。本稿ではデザルグの主著『円錐曲線論計画草稿』(1639)
に即して、射影幾何学の誕生を告げるデザルグの手法を素描し、その革新性が
那辺に存するかを明らかにしたい。
